Wydziat Transportu PW
Studia stacjonarne | stopnia
Mechanika techniczna Il — sem.3 (kinematyka i dynamika)

WYKLAD 1

Kinematyka punktu

Kinematyka punktu w nieruchomym prostokagtnym uktadzie odniesienia.
Kinematyka punktu w uktadzie naturalnym.

CWICZENIE 1
Kinematyka punktu w nieruchomym prostokatnym uktadzie odniesienia.

Zadanie 1.1

Ruch prostoliniowy punktu A jest opisany rownaniem: x(t)=2t>-(1.5)t>-3t+5, gdzie x[m], t[s].
Wyznaczy¢ polozenie 1 przyspieszenie punktu na osi X w chwili, gdy jego predkos¢ v=0.
Przedstawi¢ na wykresie przebieg predkosci i przyspieszenia w funkcji czasu.

Zadanie 1.2

Punkt porusza si¢ po prostej. Wyprowadzi¢ wzory na predkos¢ i1 droge tego punktu, jesli
w chwili poczatkowej t=0 jego predkos¢ v(0)=v, i potozenie S(0)=s,. Zadanie rozwigza¢ dla
przypadkow:

a) ruchu prostoliniowego jednostajnego, a=0;

b) ruchu prostoliniowego jednostajnie zmiennego, a=const (a=0);

¢) ruchu prostoliniowego niejednostajnie zmiennego, a=a(t), gdzie t — czas.

Zadanie 1.3

Predko$¢ ladowania samolotu wynosi Vo=216km/h. Obliczy¢ czas ti[s], jaki uplynie od
poczatku ladowania do zatrzymania si¢ oraz droge ladowania s; [m]. Obliczenia wykona¢ dla
dwoch przypadkéw: a) opdznienie stale a=—2m/s?, b) opdznienie zmienne a=—2t[m/s?].
Zadanie 1.4

Na rysunku przedstawiono wykres predkosci v=f(t) poruszajacego si¢ pojazdu w funkcji
czasu t. Wyznaczy¢ droge jakg pokonat pojazd od startu do zatrzymania. Narysowaé wykresy

drogi s=s(t) i przyspieszenia a=a(t) pojazdu w przedziale czasu t ¢ <0, t3>,jeéli dla t=0: v,=0,

So=0. Przyja¢ czasy t,t,,t; oraz predkosci vi=V, jako dane. Obliczy¢ Srednig predkosé
pojazdu na przejechanym odcinku drogi.
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Zadanie 1.5

Ruch prostoliniowy punktu okre§lony jest réwnaniem x(v)=bv’-c, gdzie b i ¢ — state,
v — predkosé. Po jakim czasie predkos¢ punktu bedzie dwa razy wigksza od predkosci
poczatkowej? W chwili poczatkowej punkt znajdowat si¢ w potozeniu x(0)=0.



Zadanie 1.6
Ruch prostoliniowy punktu jest opisany réwnaniem Vv(s)=bs® przy warunkach poczatkowych
So, Vo, gdzie v — predkosc, s — droga, b = const. Wyznaczy¢ przyspieszenie a(s).

Zadanie 1.7

Do suwaka B przymocowano nierozciaggliwa linke o dlugosci |, ktorg przerzucono przez
niewielki krazek. Drugi koniec linki A ma pr¢dkos$¢ statg rownag va. Suwak porusza sie¢ wzdhuz
poziomej prostej. Okresli¢ predkosc¢ i przyspieszenie suwaka B w funkcji odlegtosci ya punktu
A od $rodka krazka, ktory jest zamocowany na wysokosci h w stosunku do suwaka.
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Zadanie 1.8

Wyznaczy¢ rownanie toru punktu i narysowa¢ go, jesli: x=hsin(wf), y=h-cos(w?),
gdzie. h, w - state, t-czas. Oblicz predkos¢ i przyspieszenie tego punktu w chwili =72 w.

Zadanie 1.9

Dane sa rownania ruchu punktu: x=(1/2)t*, y=(1/3)t>. Okresli¢ predkosé¢ i przyspieszenie
punktu w funkcji czasu. Wyprowadzi¢ réwnanie toru i narysowal go oraz wyznaczy¢
réwnanie ruchu punktu po torze s(t), liczac droge od poczatkowego potozenia punktu.

Zadanie 1.10

Punkt A porusza si¢ w ptaszczyznie Oxy. W chwili t=0, punkt znajdowal si¢ w poczatku
ukladu Oxy a wspolrzedne wektora jego predkosci wynosily: Vo=1m/s i Vo= -2mls.
W czasie ruchu (t>0), wspolrzgdne wektora przyspieszenia tego punktu sg rowne: ax=0,
ay=4sin(2t)[m/82]. Wyznaczy¢ rownania ruchu oraz réwnanie toru punktu i jego wykres.

Zadanie 1.11

Dane sa rownania ruchu punktu: x()=t*/3, y(t) =-2t% z(t)=3/8+, gdzie x, y, z[m], t[s].
Okresli¢ przyspieszenie punktu i jego odlegtos¢ od poczatku uktadu Oxyz w chwili, gdy jego
predkosé jest rowna v=5m/s.



CWICZENIE 2
Kinematyka punktu w ukfadzie naturalnym

Zadanie 2.1

Punkt materialny A porusza si¢ zgodnie z rownaniami ruchu: X(t)=bsin(at), y(t)=c-cos(at),
gdzie b, ¢ i ® sg stalymi. Wyznaczy¢ roéwnanie toru punktu, jego predkos¢ oraz
przyspieszenie catkowite, styczne i normalne w funkcji czasu.

Zadanie 2.2

Pojazd majacy predkosc poczatkowa Vo=72km/h, przejechat s;=100m w ciagu t;=4s. Wiedzac,
Ze przyspieszenie styczne pociggu ma statg wartos¢, obliczy¢ jego predkos¢ i przyspieszenie
calkowite w chwili t, jezeli ruch odbywat si¢ na zakrecie o promieniu r=1800m.

Zadanie 2.3

Punkt materialny A zaczal poruszaé si¢ po okrggu o promieniu r=4m w ten sposob, ze jego
przyspieszenie styczne a=2t[m/s?]. Po jakim czasie jego przyspieszenie normalne bedzie
réwne stycznemu i jaka bedzie wtedy jego predkos¢ punktu?

Zadanie 2.4

Obliczy¢ promien krzywizny toru §rodka kulki w chwili poczatkowej, jezeli rownania ruchu
majg postac: X=2t, y:tz.

Zadanie 2.5

Punkt A porusza si¢ po krzywej ptaskiej zgodnie z rownaniem s=b(e"-1) gdzie b, k sa statymi
Kat miedzy catkowitym przyspieszeniem i predkoscia wynosi a=60°. Obliczy¢ predkosé
I calkowite przyspieszenie punktu.

Zadanie 2.6

Dwa punkty A i B poruszaja si¢ po okrggu o promieniu r=2m w przeciwne strony zgodnie
z rdwnaniami drogi sa(t)=7z[m] i sg(t)=*[m], t[s]. Punkty wyruszyly z przeciwnych koncow
$rednicy. Obliczy¢ przyspieszenia punktow w momencie ich pierwszego spotkania.

Zadanie 2.7

Ruch punktu zadano réwnaniami: x=e'cost, y=e'sint, z=e' Znalez¢ predko$é oraz
przyspieszenie styczne i normalne tego punktu w funkcji czasu.

Zadanie 2.8

Roéwnania ruchu punktu majg postaé: x=t-sint, y=1-cost, z=4sin(t/2). Wyznaczy¢ predkosc,
przyspieszenie styczne i promien krzywizny toru w dowolnej chwili czasu.

Zadanie 2.9

Samochod jedzie po moscie z predkosciag v=72km/h. Okresli¢ jego najwieksze przyspieszenie,
jezeli wiadomo, ze most ma ksztatt paraboliczny a jego wymiary podano na rysunku.
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WYKLAD 2

Kinematyka ciata sztywnego (CS)

Ruch dowolny CS - predkosci dwéch dowolnych jego punktow.
Ruch postepowy i obrotowy wokot statej osi.

CWICZENIE 3
Ruch dowolny, postepowy i obrotowy CS

Ruch dowolny — predkosci dwoch dowolnych punktow CS
Zadanie 3.1
Pret AB oparty o osie Oxy porusza si¢ tak, ze predkos¢ konca A preta Va=3m/s. Oblicz
predko$¢ konca B tego preta dla a=(n/3)rad.
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Zadanie 3.2
Dla uktadu przegubowo potaczonych pretdw jak na rysunku okresli¢ predkosé punktu C
w chwili, gdy predkos¢ punktu A wynosi 8 m/s a punktu B 6m/s.
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Ruch postepowy.

Zadanie 3.3

Ptaski mechanizm przegubowy ztozony z 3 pretow O1A= O,B=b i AB=3b wykonuje ruch jak
na rysunku ze statg predkoscig katowa pretow O1A i OB rowng w. Wykazaé, ze pret AB
wykonuje ruch postgpowy oraz wyznaczy¢ predkosé i przyspieszenie dowolnego punktu tego
preta.
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Zadanie 3.4

Gondola jest przymocowana przegubowo do kota karuzeli 0 promieniu R=5m, ktoére obraca
si¢ w plaszczyznie pionowej z predkoscig katowa w=(1/m)rad/s. Jaki ruch wykonuje gondola?
Wyznacz zakres zmian predkosci pionowej i poziomej tej gondoli.

Ruch obrotowy wokot statej osi.

Zadanie 3.5
Koto o promieniu r obraca si¢ woko6t whasnej nieruchome;j osi. Wyznaczy¢ rownania na
predkos¢ katowa 1 kat obrotu kota oraz predkos¢ i przyspieszenie dowolnego punktu na
obwodzie tego kota dla przypadkow:
a) jednostajnego ruchu obrotowego, &=0;
b) jednostajnie zmiennego ruchu obrotowego, e=const (&20);
C) niejednostajnie zmiennego ruchu obrotowego, e=&(t), gdzie t — czas;
warunki poczatkowe: ¢(0)=g@, &(0)=ax.
Zadanie 3.6
Wirnik silnika otrzymal poczatkowa predkos¢ obrotowa ny=500br/s. Po wykonaniu

k=500 obrotow, wskutek tarcia w tozyskach, zatrzymat si¢. Obliczy¢ opdznienie katowe &
tego wirnika uwazajac je za state.

Zadanie 3.7

Walec obraca si¢ dokota swej nieruchomej osi tak, ze jego przyspieszenie katowe & jest
proporcjonalne do jego predkosci katowej @ ze statym wspotczynnikiem K. Predkosé
poczatkowa walca wynosita a,. Wyprowadzi¢ rownanie ruchu obrotowego walca.

Zadanie 3.8

Tarcza kolowa obraca si¢ dokola swej nieruchomej osi z opdznieniem katowym e=—new’
a poczatkowa predkos¢ katowa tarczy wynosita wy. Znalez¢ at), &(t) i ¢(t) oraz wykonac
wykresy tych funkcji.

Zadanie 3.9

Na beben o promieniu r=0.5m nawini¢to nierozciggliwg ling. Koniec nawinigtej na beben liny

A porusza si¢ z przyspieszeniem a=0.6t[m/s’]. Znalezé przyspieszenie dowolnego punktu
lezacego na obwodzie bebna po przebyciu przez punkt A drogi s;=0.8m, jesli v(0)=0, s(0)=0.
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Zadanie 3.10

Koto 1 przektadni ciernej wykonuje f;=6000br/min i jednocze$nie przesuwa si¢ 0siowo
wedhlug rownania u=10-0,5t, gdzie: u[cm], t[s]. Oblicz dla r=5cm, i R=15cm:

a) przyspieszenie katowe &, kota 2. w funkcji przesunigcia U, tzn. &= &,(u);

b)catkowite przyspieszenie dowolnego punktu B na obwodzie kota 2 w chwili gdy u=r.
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Zadanie 3.11

Koto napedowe o promieniu R=20cm przekladni ciernej wprawia bez poslizgu w ruch koto
o promieniu r=10cm. Rozruch kota napedowego odbywa sie z przyspieszeniem & =2rad/s’,

L )

przy czym, ,(0)=0. Obliczy¢, po jakim czasie 7 prgdkos¢ obrotowa kota napedzanego
n,=600r™" obr/min.
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WYKLAD 3

Kinematyka ciata sztywneqo

Ruch ptaski

Ruch ztozony punktu

Uktad nieruchomy i ruchomy. Kinematyka punktu w dwoch ukfadach odniesienia.

CWICZENIE 4

Ruch ptaski

Zadanie 4.1

Tarcza kotowa o promieniu r=0.5m toczy si¢ bez poslizgu po prostej, przy czym Srodek
tarczy O ma stalg predkos¢ v=2m/s. Wyznaczy¢ predkosci i przyspieszenia punktow A, B, C
i D zaznaczonych na rysunku.

A

Zadanie 4.2

Tarcza kotowa o promieniu r=0.5m toczy si¢ bez poslizgu po prostej, przy czym Srodek
tarczy O ma predkos$¢ Vo=2t[m/s]. Wyznaczy¢ predkosci i przyspieszenia punktow A, B, C
i D zaznaczonych na rysunku w zadaniu 4.1.

Zadanie 4.3

Koto kolejowego zestawu kotowego toczy si¢ bez poslizgu po prostej szynie ze stalg
predkoscia katowa @. Znalez¢ predkos$é i przyspieszenie punktu A na obrzezu kota.

Zadanie 4.4
Pret prosty AB o dtugosci | §lizga si¢ ruchem ptaskim po osiach uktadu Oxy. W chwili, gdy
tworzy on z osig Ox kat «, predkos¢ jego konca A wynosi va. Wyznacz dla tego potozenia
chwilowy $rodek obrotu, predkos¢ katowa preta oraz predkos¢ konca B 1 §rodka preta.
y F
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Zadanie 4.5

Pomiedzy dwie rownolegle, odlegle od siebie o 2r listwy wstawiono koto, ktére moze toczy¢
si¢ wzgledem nich bez poslizgu. Wyznaczy¢ predkos¢ srodka kota 1 jego predkos¢ katowa,
jezeli listwy poruszaja si¢ rownolegle z predkosciami vy 1V, (V4 > Vy).

2r

Zadanie 4.6
Koto zebate o promieniu r jest uruchamiane korbg OA, obracajaca si¢ dokota osi statego kota

zgbatego o tym samym promieniu. Korba obraca si¢ z predkoscia katowa stala .
Wyznaczy¢ przyspieszenie punktu kota ruchomego, ktory w danej chwili jest chwilowym
srodkiem obrotu tego kota. Po wyprowadzeniu wzoru ogdlnego, wykonaé obliczenia dla
r =12cm, @, = 5rad/s.



CWICZENIE 5
Ruch pfaski c.d.

Zadanie 5.1

Koniec A prostego preta AB o dtugosci h=1m porusza si¢ po nieruchomej prostej ze stalg
predkoscia v4=3"% m/s. Jednoczesnie pret obraca sic wzgledem konica A ze stata predkoscia
katowg w=2rad/s. Oblicz predko$¢ i przyspieszenie punktu B preta w chwili gdy tworzy on
z wektorem predkosei punktu A kat a=60°.

Zadanie 5.2

Obliczy¢ predkos¢ punktu B mechanizmu oraz predkosci katowe pretow AB 1 BD
W potozeniu jak na rysunku. Korba OA obraca si¢ z predkoscig katowa ;. Zaznaczone na
rysunku wymiary mechanizmu wynosza: OA = AB=2r, DB = -/3r, < ABD = 90°i ¢, = 60°.

Zadanie 5.3

Przyspieszenia koncoOw preta AB o dlugosci I=1m, poruszajacego si¢ w plaszczyznie rysunku,
wynosza a, | ds. Wyznaczy¢ przyspieszenie as Srodka S tego preta oraz oznaczyé na rysunku
jego kierunek i zwrot, je§li a,=as=2'’m/s?, o=(n/4)rad. Wyznaczy¢ predkosé katowa
I przyspieszenie katowe tego preta.



Zadanie 5.4
Dwie tarcze kotowe o promieniach R i r stykaja si¢ ze sobg. Tarcza I obraca si¢ wokot swej

nieruchomej osi z predkoscig katowa ay. Tarcza Il potaczona jest z tarcza I korba 0,0,
obracajacg si¢ ze stalg predkoscia . Wyznacz predkos¢ katowa w, tarczy II oraz predkos¢
I przyspieszenie punktu B.

Zadanie 5.5
Na rysunku przedstawiono schemat mechanizmu korbowo-tlokowego. Korba OA ma dtugosé

r a korbowod AB diugosc I. Dla szczegdlnego potozenia mechanizmu, tj. OALAB, nalezy
wyznaczy¢ predkos¢ i1 przyspieszenie punktu B (Srodka tloka). Korba OA obraca si¢ ze stalg

predkoscia katowa réwna .

NO
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CWICZENIE 6
Ruch zlozony punktu.

Zadanie 6.1

Balon wznosi si¢ pionowo z predkoscig w=bm/s, za$ predkos¢ bocznego podmuchu wiatru
wynosi u=8m/s. Jaka jest predkos¢ bezwzgledna balonu? Oblicz warto$¢ znoszenia bocznego
po uzyskaniu przez balon wysoko$ci h=1km.

Zadanie 6.2

Pret prosty AB obraca si¢ w ptaszczyznie Axy wokot swego nieruchomego konca A zgodnie
z rownaniem ¢=bt?, gdzie b — stata, t — czas. Wzdhuz osi preta, w kierunku konca B, przesuwa
si¢ tulegjka z predkoscia w=const wzgledem pregta. Wyznaczy¢ predkos¢ bezwzgledng
| przyspieszenie bezwzgledne $rodka tulejki.

Zadanie 6.3

Punkt A porusza si¢ po obwodzie kota o promieniu r=1m z predkoscig wzgledna v,=1m/s.
Jednoczesnie kolo obraca si¢ wzgledem swego nieruchomego $rodka z predkoscia katowa
w=1rad/s. Obliczy¢ predkos¢ bezwzglednag i przyspieszenie bezwzglgdne punktu A. Wykonaj
odpowiednie rysunki.

Vi
A

S

Zadanie 6.4

Koto o promieniu r=0,2m obraca si¢ w swej plaszczyznie wokoét statego punktu O ze stalg
predkoscig katowa w=5rad/s. Po obwodzie kota przesuwa si¢ punkt ze stalg predkosciag
wzgledng vy,=1m/s. Obliczy¢ bezwzglednag predkos¢ i bezwzgledne przyspieszenie punktu
W potozeniu A, rozwazajac ruch wzgledny punktu w jednym a nastgpnie drugim kierunku.
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Zadanie 6.5

Linia kolejowa przebiega wzdhuz potudnika. Lokomotywa jedzie na potnoc z predkosciag
v=216km/h. Obliczy¢ przyspieszenie Coriolisa lokomotywy w chwili, gdy jej potozenie jest
okre$lone szeroko$cig geograficzng potnocng a=60°.

Zadanie 6.6

Koto o promieniu r obraca si¢ w swej ptaszczyznie ze stalg predkoscia katowa @ wokot osi
przechodzacej przez jego $rodek. Po $rednicy kola porusza si¢ punkt zgodnie z rdwnaniem
drogi s(t)=rsin(wt). Punkt wystartowal ze srodka kota. Znalez¢ predko$¢ bezwzgledng
1 przyspieszenie bezwzgledne punktu w zaleznos$ci od czasu.

Zadanie 6.7

Stozek kolowy o promieniu podstawy r i wysoko$ci h obraca si¢ wokot whasnej nieruchomej
osi symetrii z predkoscia katowa @= const. Wzdluz tworzacej stozka porusza si¢ punkt od
wierzchotka w dot w mys$l réwnania s=kt* (k — stala, t - czas). Wyznaczy¢ predko$é
bezwzgledng i przyspieszenie bezwzgledne tego punktu w funkcji czasu.

So

P
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WYKLAD 4

Dynamiczne réwnania ruchu punktu materialnego

Prawa dynamiki Newtona. Réwnania ruchu punktu w uktadzie inercjalnym.
Sity bezwladnosci i zasada d’Alemberta.

CWICZENIE 7
Prawa dynamiki Newtona. Réwnania ruchu punktu w ukfadzie inercjalnym.

Zadanie 7.1
Punkt materialny o masie m=0.5kg porusza si¢ pod dziataniem sit: F=-2sin(t)[N],

Fy =—2cos(t)[N]. Okresli¢ tor, przyspieszenie catkowite, styczne i normalne tego punktu, jesli
Vyx(0)=4m/s, v,(0)=0, x(0)=0 i y(0)=4m.

Zadanie 7.2

Roéwnania ruchu punktu o masie m maja posta¢: x=b sin(kt), y=c-cos(2kt); przy czym b, ci k
sg statymi za$ t - 0znacza czas. Wyznaczy¢ site F dzialajaca na ten punkt jako funkcje
wspotrzednych x i y.

Zadanie 7.3

Suwak o masie m=0.6kg be¢dac w stanie spoczynku, zostal wprawiony w ruch wzdhz
prowadnicy za pomoca sity Q=10N, skierowanej do osi prowadnicy pod katem a=30°. Jaka
predkos¢ uzyska suwak po przesunigciu go na odlegtos¢ s;=1m, jezeli wspodtczynnik tarcia
suwak-prowadnica wynosi x=0.2?

m
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Zadanie 7.4

Po jakim czasie 1 na jakim odcinku moze zatrzymaé si¢ wskutek hamowania wagon
tramwajowy jadacy po poziomym i prostym torze z predkoscig V,=36km/h, jesli opor
hamowania jest staty i wynosi 3kN na jedng tong cigzaru wagonu.

Zadanie 7.5
Pocisk 0 masie m wystrzelono pionowo w gor¢ z predkoscia poczatkows V.. Wiedzac, ze sita
oporu powietrza jest w postaci R=kv (k - staly wspotczynnik, v - predkos¢ pocisku),
wyznaczy¢ czas, po ktoérym pocisk osiggnie maksymalng wysoko$c¢.
Zadanie 7.6
Punkt materialny o masie m=10kg porusza si¢ po prostej poziomej x pod wptywem sity

{Zt, dla0<t<3s
P(t) =

0, dla t>3s

ruchu i rozwigzac je.

}[N], przy warunkach poczatkowych x(0)=0, v(0)=0. Napisa¢ rownania
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Zadanie 7.7

Mata kulka A o cigzarze Q=10N zawieszona w nieruchomym punkcie O na lince
o dtugosci 1I=30cm tworzy wahadto stozkowe (zatacza okrag w plaszczyznie poziomej). Linka
tworzy z pionem kat a=mn/6rad. Obliczy¢ predkos¢ kulki i naciag linki.

Zadanie 7.8
Z wierzchotka gladkiej potkuli zaczat zsuwal si¢ punkt materialny. Znalez¢ kat o,
okreslajacy polozenie tego punktu, w ktorym oderwie si¢ on od powierzchni potkuli.

Zadanie 7.9

Dla uktadu dwoch mas rownych m; i m, potaczonych nierozciagliwa i lekka nicig wyznaczy¢
warunek jaki musi spetni¢ masa my, aby jej ruch w dot rowni byt mozliwy. Masa m; spoczywa
na nieruchomej gtadkiej rowni pochytej o kacie nachylenia a, za$ masa m, na poziomym
podlozu. Wspotczynnik tarcia masy m, 0 podloze wynosi u. Tarcie migdzy nicia i rolka
pomijamy.

Zadanie 7.10

Do jednego konca belki wagowej przyczepiono obrotowy lekki bloczek, przez ktory
przewinieto linke. Na koncach linki zawieszono ciezary Q; i Q.. Jaki cigzar G nalezy zawiesi¢
na drugim koncu belki, aby pozostawala ona w réwnowadze? Cigzar bloczka jest pomijalnie
maly.

b/2 b/2
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CWICZENIE 8
Sity bezwtadnosci i zasada d’Alemberta.

Zadanie 8.1
Kulka 0 masie m stacza si¢ po rynnie kotowej o promieniu r bez predkosci poczatkowej
z punktu A. Znalez¢ reakcje rynny, gdy kulka bedzie mijata punkt B.

Zadanie 8.2

Z jakim przys$pieszeniem musi poruszac si¢ klin dolny, aby klin gorny nie zsuwat si¢ z niego?
Migdzy powierzchniami styku klindbw nie wystepuje tarcie, kat pochylenia klina dolnego
Wynosi a.

Zadanie 8.3

Dwa wagoniki potaczone nierozciaggliwa ling poruszaja si¢ po torze prostym poziomym pod
dziataniem statej sity pociggowej P. Cigzary wagonikow wynosza odpowiednio G; i G; a sita
oporu ruchu kazdego wagonika wynosi 0.1 jego cig¢zaru. Oblicz przyspieszenie wagonikow
I naciag liny migdzy nimi.

Zadanie 8.4

Kula o ci¢zarze Q=2kG zawieszona na niewazkiej lince o dlugosci 1=1m uzyskata wskutek
uderzenia predkos¢ v=5m/s. Oblicz site w lince bezposrednio po uderzeniu.

Ol <4
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Zadanie 8.5

Na powierzchni stozka o kacie przy podstawie o, obracajacego si¢ ze stalg predkoscia katowa
o znajduje si¢ punkt materialny o masie m.

W jakiej najwiekszej odlegtosci r od osi obrotu moze pozostawac ten punkt, aby nie nastgpit
jego poslizg po tworzacej stozka. Wspotczynnik tarcia statycznego wynosi .

(0]

Zadanie 8.6

Maty pierScien jest nasuniety na gladki drut OA obracajacy si¢ wokol pionowej osi
z predkoscia katowa ax=const. O§ drutu jest krzywa ptaska. Znalez¢ réwnanie tej krzywej,
aby zachodzita réwnowaga wzgledna dla dowolnego potozenia pierscienia.

YA
-

S
>
X

Zadanie 8.7

Obliczy¢ zakres dopuszczalnych predkosci samochodu o cigzarze Q jadacego na zakrecie
0 promieniu krzywizny r, jezeli wspotczynnik tarcia posuwistego kot o nawierzchni¢ wynosi
u a kat pochylenia poprzecznego jezdni do poziomu c.
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WYKLAD 5
Zasady w dynamice punktu materialnego i ukladu punktéw materialnych
Ped, moment pedu (kret), praca sit i energia kinetyczna.

CWICZENIE 9
Ped, moment pedu, praca sit i energia kinetyczna punktu materialnego

Zadanie 9.1
Pocisk artyleryjski o masie m=30kg wylatuje z lufy armaty z predkoscig v=50m/s. Jaka jest
srednia sita odrzutu dziatajgca na armate, jesli lot pocisku w lufie trwat 0,1s?

Zadanie 9.2

Punkt 0 masie m jest zamocowany do niewazkiej 1 nierozciggliwej nici i porusza si¢ po
okregu o promieniu I, ze statg predkoscig katowa w,. Nastepnie ni¢ zostala wciggnicta do
otworu i1 punkt porusza si¢ po okrggu o promieniu 0.5r,. Pomijajac opory ruchu, obliczy¢
W jakim stopniu zmieni si¢ nacigg nici.

Zadanie 9.3
Punkt M porusza si¢ po torze eliptycznym dokota nieruchomego $rodka pod dziataniem sity
przyciagajacej F do tego srodka. Znalez¢ predkosc v, w punkcie toru najbardziej oddalonym
od $rodka, jezeli predkos$¢ punktu w miejscu najblizszym $rodka vi=3[m/s], a promien r,=5r;.

M >

1 A
Vo M
M.

Zadanie 9.4
Samochod jedzie z predkoscig Vo=108km/h w dot po stoku nachylonym do poziomu pod
katem a=0.008rad. W pewnej chwili kierowca zobaczywszy niebezpieczenstwo zaczyna
hamowac¢. Opor catkowity hamowania jest staly i wynosi 0.1 cigzaru samochodu. Obliczy¢,
w jakiej odlegtosci d i po jakim czasie 7 samochdd zatrzyma si¢. Przyjaé sina ~ a (dla o
w radianach)

Zadanie 9.5

Wagonik o masie m=10’kg jedzie z predkoscia v=18km/h po torze prostym poziomym
1 uderza o zderzak. Jaka musi by¢ sztywnos$¢ sprezyny zderzaka aby jego ugigcie €<0.5m?
Zaktadamy liniowg charakterystyke sprezyny 1 brak strat energii mechaniczne;.

P
€ J <
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Zadanie 9.6
Wyznaczy¢ zmiang energii kinetycznej punktu materialnego z zadania 9.2 1 wyjasni¢ jaka jest
przyczyna tej zmiany.

Zadanie 9.7

Ciato o masie m w chwili, gdy znajdowato si¢ w odlegtosci b od zderzaka miato predkos¢ vo.
Nie zdazywszy wytraci¢ predkosci, zostalo ono zatrzymane na zderzaku, ktérego sprezyna ma
sztywnos$¢ k. Obliczy¢ maksymalne ugiecie sprezyny, jesli wspotczynnik tarcia Slizgowego
ciata o podtoze jest rowny . Mase¢ zderzaka i straty energii podczas zderzenia pomingc.

k v,
<

Zadanie 9.8

Wagon o masie m=30 ton spoczywajacy na poziomym prostym torze zostal wprawiony
w ruch zmienng silg pozioma P jak na rysunku, dzialajacg w czasie 27=20s. Jaka predkos¢
uzyskat wagon w tym czasie, jesli opory ruchu po torze sg rowne 5% cigzaru wagonu?

P

P,=60kN

27

Zadanie 9.9

Punkt A porusza si¢ po tuku kotowym o promieniu r z potozenia A; do A; pod wptywem sity
o wspotrzednych F,=by i Fyj=— (b i ¢ — state). Wyznaczy¢ pracg sity F. Jaka prac¢ wykona ta
sita, jesli punkt A bedzie si¢ przemieszczal z potozenia A; do A, wzdluz osi uktadu
wspotrzednych, tzn. po odcinkach A;O i1 OA,?

y
A [ -
! A F
Fy
Q
X
O A,
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CWICZENIE 10
Ped, moment pedu, praca sit i energia kinetyczna uktadu punktéw materialnych

Zadanie 10.1

Dwa suwaki A i B, kazdy o masie m=0.3kg, sg polgczone sztywnym i niewazkim pretem
1 moga przesuwac si¢ po prowadnicach pokrywajacych si¢ z osiami ukladu Oxy. Predkos¢
suwaka A jest zgodna ze zwrotem osi OX i wynosi Va=0.5m/s. Oblicz ped suwakow w chwili
kiedy kat o=30°.

y
B

a A Va X
0 { — >

Zadanie 10.2

Pocisk 0 masie m=0.1kg wbija si¢ z predkoscig v=100m/s w kostke¢ 0 masie 9m, spoczywajaca
na chropowatej poziomej ptycie. Wspotczynnik tarcia kostka — ptyta ©=0.1. Oblicz
przesuniecie kostki.

Zadanie 10.3

Dwa punkty materialne poruszaja si¢ na gtadkiej poziomej ptaszczyznie wzdhuz jednej prostej
jak na rysunku. Obliczy¢ predkosci punktow po zderzeniu. Tarcie §lizgowe poming¢. Zadanie
rozwigzaé¢ dla dwoch wariantow:

a) zderzenie idealnie plastyczne (punkty po zderzeniu sg ,,sklejone™),

b) zderzenie idealnie sprezyste.

Zadanie 10.4

Obliczy¢ wspolng predko$¢ uktadu dwoch idealnie sprezystych kulek o masach my i mj,
polaczonych lekka nierozciagliwa nicig po napigciu si¢ nici, jezeli weze$niej kulka o masie m;
miata predko$¢ v; a kulka druga byta nieruchoma. Kulki znajdujg si¢ na poziomym gtadkim
stole.

|—\<l
3
N
<
<
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Zadanie 10.5

Lufa dziata jest nachylona poziomo a dzialo ma ci¢zar G=11kN. Ci¢zar pocisku wynosi
P=5,5N. Predkos¢ pocisku u wylotu lufy wynosi v=900m/s. O ile i w ktdéra strone¢ przesunie
si¢ dzialo, jezeli opory jego ruchu sg réwne 0,1G?

Zadanie 10.6

Klin gérny o masie m zsuwa si¢ bez tarcia po klinie dolnym o masie M umieszczonym na
poziomym gladkim podiozu. O ile 1 w ktorg stron¢ przesunie si¢ klin dolny wzgledem
podtoza, gdy klin gorny zsunie si¢ z niego? Wymiary H, h i « sa dane.

Wskazowka: Zastosowac zasadg ruchu srodka masy uktadu punktow materialnych.

R

Zadanie 10.7

L6dz o masie m;=120kg po wytaczeniu napedu, ptynie na stojacej wodzie z predkosciag
u=4m/s. Z tylu todzi stoi cztowiek o masie m,=80kg, ktory w pewnej chwili zaczat iS¢ do
przodu z predkoscig w=1m/s wzglgdem todzi. Jak zmieni si¢ predkosé todzi? Opory ruchu
pomijamy.

Zadanie 10.8

Niewazki prosty pret AB o dlugosci 2| obraca si¢ z predkoscia katowa @, wokot statej
pionowej osi z prostopadtej do preta i przechodzacej przez jego $rodek. Na koncu A preta
znajduje si¢ punkt o masie m; za$ na koncu B o masie m,. Co stanie si¢, jesli punkty te
zostang przesunigte w kierunku osi obrotu, odpowiednio o a i b (a<l i b<lI)?

Zadanie 10.9

Przez lekki krazek przerzucono wiotka i nierozciggliwg linke. Na jednym koncu tej linki
przymocowano ci¢zarek o masie m;, za§ na drugim szalke o masie m,, na ktorej stoi
nieruchomo matpa o masie ms, przy czym m;=m,+ms. Z jaka predkoscig bedzie poruszat si¢
ciezarek, jesli malpa zacznie wspinac si¢ po lince ze stalg predkoscig wzgledng (wzgledem
linki) w? Masy krazka i linki oraz opory ruchu pomina¢.
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WYKLAD 6
Zasady w dynamice uktadu punktéw materialnych i ciata sztywnego
Srodek masy. Momenty bezwtadnosci. Ped, moment pedu, praca sit i energia kinetyczna.

CWICZENIE 11
Srodek masy. Momenty bezwitadnosci

Zadanie 11.1

Wyprowadz wzory na glowne centralne momenty bezwtadnosci walca kolowego
jednorodnego o masie m, promieniu r i wysokosci h. Dalej, korzystajac z tych wzorow
wyznacz gtowne centralne momenty bezwladnosci dla jednorodnej cienkiej tarczy kotowej
I jednorodnego preta prostego.

Zadanie 11.2

Wyprowadz wzory na glowne centralne momenty bezwladnosci prostopaditoscianu

jednorodnego o masie m i wymiarach axbxc. Dalej, korzystajgc z tych wzorow wyznacz
gléwne centralne momenty bezwtadnosci dla jednorodnej cienkiej ptytki prostokatne;.

Zadanie 11.3

Obliczy¢ moment bezwladnos$ci drazka zmiany biegdw samochodu wzgledem jego osi X oraz
polozenie jego $rodka masy. Zakladamy, ze drazek sktada si¢ z jednorodnego preta o masie m
i dtugosci | z osadzong na nim kulka o masie M i promieniu r.

M,r

m,|

Zadanie 11.4

Znalez¢ wspotrzedne srodka masy oraz macierz bezwtadnosci wzgledem uktadu Oxyz, trzech
jednorodnych pretow kazdy o masie m=2kg i dtugosci I=1m, potaczonych sztywno ze sobg
jak na rysunku.
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Ped, moment pedu, praca sit i energia kinetyczna ciata sztywnego

Zadanie 11.5
Obliczy¢ ped kota jednorodnego o masie m=24kg i promieniu r=0.3m, toczacego si¢ bez
poslizgu po prostej drodze, jesli jego predkosc katowa wynosi w=10rad/s.

Zadanie 11.6
Obliczy¢ zakres zmiany pedu dla kota z zadania 11.5, jesli jego $rodek masy znajduje si¢
w odlegtos$ci e=10mm od jego srodka geometrycznego.

Zadanie 11.7

Koto jednorodne o masie m i promieniu r toczy si¢ bez poslizgu po osi Ox uktadu
wspotrzednych Oxy Predkosé¢ srodka kota jest rowna vs. Wyznaczy¢ moment pedu (kret) tego
kota wzgledem:

a) poczatku uktadu O,

b) chwilowego $rodka obrotu kota,

¢) $rodka kota.

Zadanie 11.8

Koto jednorodne o masie m i promieniu r toczy si¢ bez poslizgu po prostej drodze.

Wyznaczy¢ energi¢ kinetyczna tego kota w nastepujacych przypadkach:

a) koto toczy sie bez poslizgu z predkoscig srodka Vs,

b) koto toczy si¢ z poslizgiem z predkoscia srodka vs i predkoscia katowa w,

c) koto toczy si¢ bez poslizgu z predkoscia srodka Vs i posiada centryczny otwor o $rednicy .
Masa m odnosi si¢ do kota petnego (bez otworu).
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CWICZENIE 12
Ped, moment pedu, praca sit i energia kinetyczna ciata sztywnego c.d.

Zadanie 12.1

Wirujacy uktad jest ztozony z jednorodnego preta o dtugosci 2r i sztywno przymocowanej do
jego konca jednorodnej cienkiej tarczy kotowej o promieniu r, lezacej w ptaszczyznie Oxz. O$
preta jest prostopadia do osi obrotu. Uktad obraca si¢ wokot osi Oz z predkoscia katowa .
Masa preta jest rtowna m a tarczy 2m. Obliczy¢ kret uktadu wzgledem osi obrotu z oraz jego
energi¢ kinetyczna.

47

O .éx

Zadanie 12.2

Jednorodny walec o masie m=30kg i promieniu r=0.1m zostat ze stanu spoczynku wprawiony
w ruch obrotowy wokét swej nieruchomej osi symetrii uzyskujac predkos¢ katowa
w/~=120rad/s w ciaggu t;=8s. Wiedzac, ze moment oporowy ruchu M= 0.2Nm, oblicz moment
napedowy M zaktadajac jego statg warto§¢. Jaka praca zostanie wykonana przez momenty
dziatajace na uktad w czasie t;?

= 0o
I
r

di

L

Zadanie 12.3

Jednorodna tarcza kolowa o masie M 1 promieniu r obraca si¢ ze statg predkoscia katowa @
wokot wlasnej pionowej 1 nieruchomej osi symetrii, przy czym na obwodzie tarczy spoczywa
punkt A o masie m. Co stanie si¢, jesli punkt A zacznie poruszaé si¢ po obwodzie tarczy
z predkoscia wzgledna wa=ar? Rozwazy¢ oba kierunki ruchu punktu. Opory ruchu
pomijamy.

e,
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Zadanie 12.4

Jednorodne koto o promieniu R i jednorodny walec o promieniu r (r<R) maja jednakowe
masy rowne m 1 obracajg si¢ wokot wilasnych nieruchomych osi symetrii z réwnymi
predkosciami katowymi @. Ktére ciato bedzie si¢ dtuzej obraca¢ przy jednakowych oporach
ruchu? Odpowiedz uzasadnic.

Zadanie 12.5

Oblicz energi¢ kinetyczng uktadu sktadajacego si¢ z jednorodnej belki o masie M i dwoch
jednakowych rolek o masie m i promieniu r kazda. Belka jest przetaczana po rolkach ze stalg
predkoscia v. Toczenie belki po rolkach i rolek po podtozu odbywa si¢ bez poslizgu.

—

v,

B @

Zadanie 12.6

Prosty jednorodny pret o dtugosci 1=3.27m zamocowany jest obrotowo swoim koncem O tak,
ze moze wykonywac¢ ruch w ptaszczyznie pionowej. Jaka predkos¢ trzeba nada¢ koncowi A,
aby pret z potozenia rownowagi wykonat co najmniej pot obrotu?

Zadanie 12.7

Dwie niezaleznie wirujace na jednej nieruchome;j osi tarcze z predkosciami katowymi @ i @,
zostaly nagle polaczone (sklejone). Jak zmieni si¢ energia kinetyczna uktadu, jesli momenty
bezwladnosci tych tarcz wzgledem osi obrotu wynosza odpowiednio J; 1 J,? Rozwazy¢
zgodne 1 przeciwne zwroty predkosci katowych tarcz.

o Al

1

I
|

1
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WYKLAD 7
Dynamiczne réwnania ruchu ciata sztywnego
Ruch obrotowy i reakcje dynamiczne. Ruch ptaski.

CWICZENIE 13
Ruch obrotowy i reakcje dynamiczne.

Zadanie 13.1

Jednorodne koto zamachowe o cigzarze Q=1T i promieniu r=0,6m jest osadzone na
utozyskowanej osi AB i obraca si¢ z predkoscig n=12000br/min. Geometryczna o$ obrotu jest
przesuni¢ta rownolegle wzgledem osi symetrii kota o wielkos¢ e =1mm. Obliczy¢ reakcje
dynamiczne tozysk A i B, jesli h=0,4m.

Zadanie 13.2

Do sztywnego i lekkiego watu, obracajacego si¢ ze stalg predkoscia katowa « przytwierdzono
sztywno pod katem prostym pret jednorodny o masie m i dtugosci |. Oblicz catkowite reakcje
tozysk A i B. Wymiary b i h sg dane.

N A

Zadanie 13.3

Oblicz reakcje dynamiczne w tozyskach A i B dwuramiennego $migta samolotu w czasie jego
obrotu, jesli wskutek ztego wykonania 0$ symetrii $migta jest odchylona od osi obrotu o kat
a=0,015 rad, a jego $rodek lezy na osi obrotu. Smigto nalezy traktowaé jako pret prosty
jednorodny. Cigzar $migla P=147,15N, jego moment bezwtadno$ci wzgledem osi symetrii
J=4.905kg-m?, wymiary: h=0,25m, a=0,15m, a predko$¢ obrotowa jest stala i wynosi
n=30000br/min.

25



Ruch ptaski.

Zadanie 13.4
Napedowe koto samochodu o promieniu tocznym r i ci¢zarze P porusza si¢ po prostej
poziomej. Do kota jest przytozony moment obrotowy M. Rami¢ bezwladnos$ci kota wzgledem
jego osi centralnej, prostopadtej do jego plaszczyzny, wynosi p. Wspdlczynnik tarcia
suwnego wynosi g. Jaki warunek musi spetnia¢c moment obrotowy, aby koto toczylo si¢ bez
poslizgu? Opory toczenia pomijamy.

\M

Zadaniel3.5

Oblicz, jaki kat & powinna tworzy¢ z poziomem réwnia, po ktorej ma si¢ toczy¢ bez poslizgu
a) walec, b) kula, jezeli wiadomo, ze wspotczynnik tarcia migdzy walcem / kulg i réwnig
Wynosi p.

Zadanie 13.6

Prosty jednorodny pr¢t AB 0 masie m jest zawieszony poziomo na dwoch pionowych linkach
przyczepionych do sufitu. Oblicz site¢ naciggu lewej linki w chwili zerwania si¢ prawej oraz
przyspieszenie katowe preta.
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CWICZENIE 14
Zadania rézne

Zadanie 14.1
Jednorodna belka o cigezarze G i dlugosci 2l jest podtrzymywana pod katem ¢@,=(r/3)rad
do poziomu. Oblicz nacisk belki na podtoze w momencie zerwania podtrzymujacej ja linki.

Ya

Zadanie 14.2
Walec 0 masie m owinigto linka, ktorej drugi koniec przymocowano do statego punktu A. W
pewnej chwili walec zaczat swobodnie opadaé, odwijajac swobodnie si¢ z linki. Obliczy¢
predkos¢ v osi walca w chwili, gdy jego srodek obnizyt si¢ o wysokos¢ h oraz obliczy¢ site
naciagu linki.

Zadanie 14.3

Wyznacz réwnanie matych drgan swobodnych preta jednorodnego o dilugosci 1=1m,
zamocowanego obrotowo w punkcie A 1 wykonujacego ruch w plaszczyznie pionowe;.
Obliczy¢ okres tych drgan z doktadnoscia do 0,01s.
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Zadanie 14.4

Koto o promieniu r=0.3m i masie m=20kg moze toczy¢ si¢ bez poslizgu w plaszczyznie
pionowej po prostej poziomej x. Srodek kota zostal potaczony z dwiema poziomymi
sprezynami o sztywnosciach k 1 2k, przy czym k=1kN/m. Po przetoczeniu kota
z potozenia rownowagi (w lewo lub w prawo) i pozostawieniu go, zaczniec ono wykonywaé
ruch drgajacy. Wyprowadzi¢ réwnanie ruchu tego kota i obliczy¢ czestotliwosé jego drgan
wiasnych w Hz.

RTINS

Zadanie 14.5

Dwa jednakowe niewazkie prety kazdy o dtugosci h, przymocowano do pionowej osi obrotu
pod katami a. W wierzchotku A zamocowano mata kule o masie m. Jaka musi by¢ predkos¢
katowa @, aby pret dolny nie byt obciazony?

-

Zadanie 14.6

Na szpule o promieniach a i b nawinigto nierozciagliwg ni¢ i umieszczono ja na doskonale
gltadkim poziomym podtozu (wspotczynnik tarcia 1=0). Obliczy¢ przyspieszenie srodka masy
szpuli oraz jej przyspieszenie katowe, gdy do konca nici przytozono statg site F. Masa szpuli
wynosi m, za$§ jej moment bezwladnosci wzglegdem osi symetrii roOwna si¢ J;.
Jak zmienig si¢ te przyspieszenia, gdy pomiedzy szpula a podtozem wystepuje sita tarcia, zas
szpula porusza si¢ bez poslizgu? Jaka jest sita tarcia?
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